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本講義は，数値計算を効率的に行うための手法について

述べるものであり，その中心は線形代数にある．線形代数

を数値計算に用いることは，計算時間，使用するメモリの

量の観点からは決して効率の良い計算ではない．しかし，

プログラマが先に手計算を行う手間を省き，計算の手順を

明確にしてくれる点において有意である．本講義では以下

の内容について行う．

�� ベクトルと空間，行列と写像 �次元空間の概念をつか

む．写像を行列で表す．

�� 行列の正負と零空間 行列の正負，零空間を理解する．

�� ベクトル・行列の大きさ �固有値，行列のべき乗� ベ

クトルのノルム，固有値分解を理解する．

�� 逆問題の解法 �逆行列，特異値分解� 逆行列，擬似逆行

列，特異値分解を理解する．

�� 最適化 様々な最適化手法の概念を理解する．

	� 最小二乗法 線形�非線形な場合における最小二乗法を

理解する．


� 常微分方程式の数値解法 常微分方程式の数値解法を身

につける．

�� 導関数の差分近似 導関数を差分で近似する．

はじめに

計算機で数値解析を行う際には線形代数が必要である．

特に，逆問題においては線形代数の知識がないと適切な結

果が得られない場合が多い．本講義では，�言語において

数値解析法を実装するための基礎知識として，線形代数の

基礎を講義する．なお，この資料の中ではスカラ，ベクト

ル，行列を特に区別しない．スカラは �� �の行列と理解

して欲しい．

� ベクトルと空間，行列と写像

��� ベクトルと空間

スカラ �数値�は大きさを表しているのに対し，ベクト

ルは空間の中で向きと大きさ表している．正確に言えばス

カラ値は �次元空間のベクトルであるが，プラス・マイナ

スの向きしかなく線に沿った動きなので「向き」の感覚を

つかみにくい．これに対し，�次元以上では「向き」の概

念が重要になってくる．例えば，
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は図 �のように �次元空間 �平面�の向きを持った矢印で
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図 �	 �次元空間内のベクトル

表され，
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は図 �のように 
次元空間の中で向きをもった矢印で表さ

れる．また，その大きさは一般に以下のように内積によっ

て計算される．
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さらに，足し算，定数倍は図 
のようになり，以下によっ

て定義する．
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図 �	 
次元空間内のベクトル
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図 
	 ベクトルの和と定数倍
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このようにベクトルは空間の中の向きを持った矢印，ある

いは座標 �原点を根元として矢印の先端を表す�として表現

できるものである．この空間の概念をつかむことが線形代

数を修得するのに必要である．しかし，我々の空間は 
次

元でありそれ以上の次元の概念を把握することは難しい．

そこで，高次元のものでも 
次元で考え，その概ねを理解

できるようにして欲しい．なお，�次元と 
次元ではその

特徴が大きく異なり �メビウスの輪など�，次元が異なるこ

とでその本質が大きく異なることは理解しておいて欲しい．

今後わかりやすさのために空間は � 次元で表現してお

く．次元の数によって内容が変わるものの場合のみそれに

触れる．

��� 空間の基底

空間は基底と距離によって定義される．基底とは空間の

全てのベクトルがその線形和で表されるようなベクトルを

表し，�次元空間であれば独立な基底が �本存在する．図


では �，�，�いずれの場合も �，�は独立な �本の基

底であるが，�の場合は独立な基底にはならない．�本の
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図 
	 空間の基底の例

独立な基底によって張られる空間を�次元ベクトル空間と

いう．この考え方を拡張すれば，図 �のようなケースも考

えられるが，これは基底を非線形や時変に拡張したもので

0
a

b

図 �	 非線形な基底の例

あり，この講義では考えないものとする．�次元線形ベク

トル空間の中の任意のベクトル �は基底の線形和
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で表される．また，空間の中の距離が定義でき，線形空間

の場合，点 � � ���� ���と点 � � ���� ���の距離が
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で表される．基底は独立になるように�本選べばよいので

その選び方は自由であるが，一般に正規直交基底
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を選んでおくと後の計算が行いやすい．

※ 基底と空間の定義から点は �次元，線は �次元，面

は �次元，我々の空間は 
次元であることが分かる

�それぞれ �本の独立な基底が定義できるため�．しか

し，線，面は直線，平面である必要はなく，曲線，曲

面でも構わない．曲面であれば交線を持ったり，接点

�



をもったりすることができる．この観点からすると，

我々の空間にもう一つ基底が定義され，しかも，空間

が曲空間であれば，交面，接線によって場所の瞬間移

動を可能とする．また，もう一つの基底として時間を

とることもできるが �ただし，時間の流れは �方向な

ので 
��次元か��，さらに，�つ目の基底を取り時間

を含めた曲 
次元空間を作ることができれば，タイム

マシンも夢ではない．

��� 行列と写像

次に行列についてその概念をつかもう．行列は一般に

���のサイズを持っており
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のように表す．また，和，定数倍に関してはベクトルと同

じ性質を持つが，以下の演算がベクトルとは異なる．�
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さらに，�が正方行列の場合，逆行列��� が定義される．

���� � ���� � ��単位行列� ��
�

逆行列は以下の性質を持つことがよく使われるので覚えて

おくこと．
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いま，行列 �が正方行列で次式のように �本の �次元ベ

クトルから構成されているとする．
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このとき，������ � � � ���が独立な基底であるとすると，�
は �次元空間を表現していると見ることができる．

一方，�が �の関数として
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と書けるとき，これは � �	 �の写像と見ることができる．

いま，行列 �を用いて
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を考えよう．これは � が �の関数として表されているの

で写像である．いま，�を
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とする．これは �次元空間の基底を
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とした正規直交基底で選んだ場合に
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となる線形和で �が表されているとも見なせる．さらに，

��，�� は �によって

�� � ���� �� � ��� ����

と変換される．すなわち，�によって

�
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が基底 ��へ，�

�

�

�
が基底 �� へ変換される．この考え方を用いると，

式 ����は

� � � ����� � ����� � ����� ������ ��
�
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と書くことができる．この考え方は，図 �によって説明で

きる．�は ��，�� を �� 	 �� の比率で足し合わせたベク
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図 �	 �による写像

トルであったのに対し，�は�によって ��，��を ��，��
へ変換しこれを �� 	 ��の比率で足し合わせたものである．

このように，�は�を �へと写す写像であり，さらに，��，

��の基底によって張られる空間を ��，��で張られる空間

へと変換する座標変換であるともいえる．では，この座標

変換に関してもう少し詳しく見てみよう．
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�
のとき座標変換した結果は図 �の

ようになる．
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のとき座標変換した結果は図 �

のようになる．
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のとき座標変換した結果は図 �のよ

うになる．


� � �

� �

�� ����
���

�

��

�
のとき座標変換した結果は図

��のようになる．

これらの座標変換についてもう少し詳しく見てみよう．こ

れらの例では図の実線の四角が鎖線の四角に変換されてい

る．この面積比は行列式

���� � ��� ����

によって与えられる．実際，例 
では

���� � � � ���� � � � � � ����
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図 �	 �による写像の例 
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であり，鎖線の四角形は面積を持たない線へと変換される．

例 
では
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であり，面積は変わっていない．これより，行列の行列式

は拡大率を表しているといえる．

また，例 
の場合に，
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とすると，
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となっている．すなわち，�は正規直交基底で構成されて

おり，これは空間を回転するだけで，面積を変えずベクト

ルの直交性も保存される座標変換になっている．以上のこ

とから行列 �が

��� � � �
��

を満たすとき，�を回転行列という．これは ���の行列
に関して成り立つ．






� 行列の正負と零空間

��� 固有値分解

行列 �の固有値，固有ベクトルについて説明する．固

有値 �とその固有ベクトル �は
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を満たすものと定義される．ここで，�を座標変換である

と考えると，固有ベクトルは座標変換 �を施してもその

向きが変わらないベクトルで，大きさは �倍されるもので

あるといえる．いま，� 
 ���� のときを考えて，固有値
が ��，�� でその固有ベクトルを ��，�� とすると，
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となり，これをひとつの式で書くと
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と書ける．これより，�は
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��

と表される．これは行列 �の固有値分解であるが，�は

対角要素しか持たない行列なので行列 �の対角化ともい

う．これは固有値が複素数の場合でも問題ない �固有ベク

トルも複素数となる�．ただし，�の固有値が �つしかな

く，さらにその固有ベクトルが独立に取れない場合には異

なる議論が必要である．この対角化された �に関しても

う少し詳しく述べる．

� � �� � ������ �
��

の変換は図 ��のように �を ����で変換�	��軸，�軸へ

T -1 Λ T

図 ��	 �の固有値分解による座標変換

�� 倍，�� 倍�	�� で変換� とみなすことができる．これ

より，�のどちらか一方が零の場合，�の変換はある軸へ

の射影となり，このとき�を射影行列と呼ぶ．なお，�が

零の固有値を持つ場合，

����� � � �
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となり，�が特異であるという．また，このとき ����は

零となり，�の逆行列は存在しない．これは �が �次元

平面を �次元の直線に変換する射影であって，その逆，つ

まり �次元の直線から �次元平面は作れないことから明ら

かである．

一般に，固有値は複素数となる．しかし，実対称行列の

固有値は実数になる．いま，行列 �の固有値 �に関する

固有ベクトル �を考える．このとき，��と �の内積は

���� �� � ����� � ���� � ��� ��� �
��

が成り立つ．ただし，�が実対称行列であるので� � ��

を用いた．一方，�� � ��を考えて，

���� �� � ����� �� �
��
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が成り立つ．よって，式 �
��から，�� � �であり，�は

実数となる．

��� 行列の正負

�の �次関数

� � 	�� �
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において，� � �の条件は 	 � �である．これはスカラ値

�の正負と 	の正負との関係である ��は任意�．これと同

じことが行列でもいえる．行列の場合，�次関数は

� � ���� �

�

となる．任意の �に対して，�が常に正になるための条件

を考えよう．いま，�を対称行列 ��� � ��として式 �
��

の �の固有値分解を考える．このとき ��� � � � が満た

される � は任意なので �� � � ��も任意である．このと

き �は
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�
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�
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で表され，これが全ての ���� ���� � � � � ��� について正になる
ための条件は，全ての �� の実数部分が正であることであ

る．このとき行列 �は正定であるといい，
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��

�



と書く．逆に全て負の場合は負定 �� � ��で，正と負が混

ざっている場合は不定という．式 �

�は �次形式と呼ば

れ，ベクトルの �次式としてよく使われる．例えば内積も

�次形式であり，逆に内積の観点からすれば式 �

�は重み

付き内積といえる．

図 ��は，� 
 �� に対して，�の固有値が ���共に正

の場合，���片方が正，片方が負の場合，���共に負の場

合，に関して � � ����の値を求めたものである．
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��� 楕円体の式

�次元空間の楕円体の式は行列を用いて表される．いま，

以下の円を考えよう．

�� � �� � � �
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これは �次形式を用いて
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と書くことができる．一方，長軸の長さが �	，短軸の長

さが �
である図 �
の楕円の式は

��

	�
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�
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となる．これも �次形式を用いることで
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図 �
	 �次元平面の楕円
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と表すことができる．さらに，図 �
にあるように ��座標

系に対して �だけ回転した楕円の方程式を考えよう．この
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図 �
	 傾いた �次元平面の楕円

楕円は ����座標系において
������ � � ����

で表され，さらに，
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で表されることから，この楕円は

�� ��� � �� �� � ���� ��
�

となる．ここで，以下のことが言える．

�� 式 ����の �は対角要素しかもたず，しかもその要素

は正である．

�� �� � ���であることを考慮すると，式 ��
�の ��は
固有値が�と一致し，�の要素が固有ベクトルとな

ると言える．

これらより，楕円の式について以下が結論できる．

�� 式 ����のように �次形式で書かれた式の�が，対称

行列かつ固有値が全て正のとき，これは楕円体を表し

ている．

�� 固有値を �とするとき，��
�
�が楕円の軸の長さを表

している．


� さらに，固有ベクトルは楕円の軸の方向ベクトルと一

致する．

これらは �次元の楕円体に関して成立することである．

��� 行列の零空間

空間の話をするときに，零空間の概念が重要である．行

列 �の零空間 �#$%% !&����とは，

�� � � ��
�

�



を満たす零でない �� �� � �� �� � � � �� � ��で張られる空

間のことを意味し，��で表される．これは ����� � �の

ときに存在する．いま行列 �が

� �
�
�� �� ��

�
�

��� � � �

� � �

��� ��� �

��� ����

であったとしよう．����� � ��が成り立つので明らかに

����� � �である．この行列は 
次元空間を図 ��に表さ

れる平面 �図の平行四辺形�へと射影する行列である．こ

x
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A
span(A)

図 ��	 �による射影の例 �

のとき �の零空間が存在し，その正規基底を用いて

�� � !&������ ����

�� �

�






��� ��
��
�

��� ����

で表される．ここでは �� は �次元空間となる．また，

� �
�
�� �� ��

�
�

��� � � �

� � �

��� ��� ���

��� ����

の場合には，�� � �� � �� であり，����� � �であるの

で射影は図 ��であり このとき �� は

�� � !&������ ��
�
� � ����

��� �

��� �

�

�

��� � ��� �

�
�

�

��� ��
�

�

��� ����

で表される．なお，式 ����の選び方は一意ではなく，��

の中から独立の �つの正規基底を選べばよい．一般には，

直交する正規直交基底が選ばれる．いま，法線ベクトルを

� �

��� 	




�

��� ����
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span(A)

図 ��	 �による射影の例 �

とする平面の方程式を求めてみよう．この平面上の点

� �

��� �

�

�

��� ����

の位置ベクトルは常に�と直交する．すなわち，

��� � � ��
�

であり，これはよく知られた平面の式

	�� 
� � �� � � ��
�

と一致する．一方，� の零空間の基底を ���，�
�
� とする

と，平面上の点 �は任意定数 ��，�� を用いて

� � ��� �� � ��� �� �
�
��� ���

� � ��
��

�
� ��� ����

と書ける．これは，平面の ��，�� を用いた媒介変数表示

といえる．

行列が横長の場合，式 ����において � � �，����� �

��行フルランク�とする．このとき，�による座標変換は������
�

�
���

�

������ � ���� �� �

������
�

� � � � �
���

� � �
���

� � � � �

������ 
 ���� ����

と見なせるので最低でも�� �次元の零空間が存在する．

� ベクトル・行列の大きさ �ノルム�

��� ベクトルのノルム

ベクトル �の大きさといえば，

� �

����
��
���

��

���� ����

�



としたときに

��� �
	
��� � �

�
� � � � �� ��� �

�
��� ����

が一般に用いられるだろう．しかし，これは �ノルムと呼

ばれ，一般の �ノルムは次式で定義される．

���� �
�

��
���

�����
����

����

良く用いられるのは � � �� ���の場合である．� � �の

ときは

���� �
��
���

���� ����

となり，各要素の絶対値の和である．� ��の場合は，

���� �

�
��
���

�����
����

� '�(
�
���� ����

となり，要素の中の最も絶対値の大きなものとなる．た

だし，����や ���� は �の変化に伴って微分可能でない

値を導くため計算にはあまり適さない．これに対し，� �

���� �
�
���であれば，

��

��
�

�

�

���

��
�� ��

��

���
���

�
��

���
��

��
����

となって，�が微分可能であれば �も常に微分可能であり，

計算機での実装に適している．

ノルムの最も重要な性質として次の三角不等式があるの

で覚えておくと良い．

��� � ��� 
 ��� �� 
 ���� ��� ��
�

証明などに良く用いられる．

��� 行列のノルム

行列のノルムについてもベクトルのノルムと同様，各要

素を用いた �ノルムが定義できるが，これよりも次の誘導

�ノルムが良く用いられる．

���� � '�(
����

�����
���� ��
�

これはあるベクトル �を �で座標変換したとき，その大

きさが最大になるときの値を意味している．これは行列�

特異値分解と見比べて� � ��のときに最大値 ��をもたら

すので，�の誘導 �ノルムは�の最大特異値に一致する．

��� 行列のべき乗

行列のべき乗を求める問題は典型的な線形代数の問題と

して用いられる．いま，行列 �に対して，�� を求める問

題を考えよう．式 �
��の固有値分解を考えると，

�� � ���������� � � ������ ����

� �

����
��� � � � �
���

� � �
���

� � � � ���

������� ����

によって解が得られる．また，行列のべき乗の収束性に行

列のノルム，固有値が役立つ．

定理 行列 �に対して

%"'
���

�� 	 � ����

となるための必要十分条件は�のスペクトル半径 ����

���� � '�(
�
���� ����

に対して

���� � � ����

となることである．ただし，�は�の固有値で，スペクト

ル半径は最大固有値の絶対値である．

証明 �を �の固有値，� �� �を対応する固有ベクトルと

すると，固有値，固有ベクトルの定義から

���� � � ����

������� � ����� � ����� 
 �������� ����

が成り立つので

��� 
 ���� ����

となり，

���� � '�( ��� 
 ���� ��
�

となる．このとき ���� 
 ���� � �ならば三角不等式から

%"'
���

����� 
 %"'
���

����� 	 � ��
�

なので，

%"'
���

�� 	 � ����

が成り立つ．

これを利用すると次の結果が導かれる．次の漸化式 �差

分方程式�

�)� � �* � ��)�* ����

�



で表される系において，任意の初期値 �)�*から出発した

�が � 	�で
%"'
���

�)�*	 � ����

となるための必要十分条件は ���� � �である．すなわち，

�の固有値が図 ��の灰色部 �複素平面内の単位円内�にあ

るとき，式 ����は安定である．

Re

Im

1

1

-1

-1

図 ��	 �の固有値の安定領域

いま，図 ��にあるマスばねダンパ系を考えよう．この

x

m
d

kk

図 ��	 マスばねダンパ系

系の運動方程式は

�+� � ���� � ,� ����

で表される．式 ����は �階の微分方程式であるが，

� �

�
�

,�

�
����

を用いると，

,� � ��� � �

�� � �

� �
�

� �
�

�� ����

のように �階の微分方程式に変形できる．さて，ここで計

算のサンプリングタイムを � として

���� � ��� � � ���� � � � ,���� � ����

の近似を考えよう．ここで，� を省略して，

�)� � �* � �� � ����)�* ����

が成り立つ．これは式 ����において�を ����と書き換

えたものに一致する．いま，図 ��の系は安定であるので，

��� � ���は �以下のはずである．図 ��は�，�，�のあ

る値に対して，サンプリングタム � を ���� ���� 秒から

��秒まで変化させ，そのときのスペクトル半径�������

をプロットしたものである．� �� �のとき，� � ��は
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図 ��	 サンプリングタムとスペクトル半径の関係

単位行列に近づくので ��� � ���は �に近づく．一方，�

を大きくしていくと � � �付近で ��� � ���が �を越え，

この系は不安定になる．これは，サンプリングタイムが大

きいと式 ����の近似が成り立たなくなることを意味して

いる．

さらに，この考え方を応用して

� � �(&���� ��
�

を求めてみよう．これは，

,� � 	� ��
�

の解が

� � � �(&�	�� ����

であるのと同様に �� は任意定数�，

,� � �� ����

の解となる．

�(&�	��のテイラー展開が

�(&�	�� � � � 	��
�

�-
	��� �

�


-
	��� � � � � ����

で表されるように，�(&����のテイラー展開は

�(&���� � � ����
�

�-
���� �

�


-
���� � � � � ����

で表される．一方，式 ����の結果を用いると，これは

�(&���� � �

�
� ����

�

�-
���� �

�


-
���� � � � �

�
���

����
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であり，さらに �が対角行列であることから

�(&���� � �

������
�(&����� � � � � �

� �(&����� � � � �
���

���
� � �

���

� � � � � �(&�����

������ ���
�����

が得られる．

� 逆問題の解法

��� 逆行列

一般に，解析 ����%.!"!� は順問題，設計 �/.��0�1

!"!���!"2�� は逆問題に分類される．例えば，変数 �，�，

�の間には， �
�� � 	��� 
��

�� � 	��� 
��
�����

の関係があるとする．�，� を与えたときに � を求める問

題は順問題になる．一方，��，�� を与え，このときに式

�����を満たす �，�を求める問題は逆問題であり，連立方

程式の解として値が得られる．これは，ある条件を満たす

ような機械を設計する �機械のパラメータを決定する�よ

うな場合と同様のものである．式 �����は �つの連立方程

式であるため容易に手で解があられるが，一般に �次の連

立方程式の場合は容易ではない．そこで，これを計算機を

用いて求めよう．

以下の連立方程式を考える．�����������
	���� � 	���� � � � �� 	���� � 
�

	���� � 	���� � � � �� 	���� � 
�
���

���

	���� � 	���� � � � �� 	���� � 
�

�����

これは未知数 �個 ���� ��� � � � � ���，方程式 �本なので解
が存在する場合である．これは行列を用いると

�� � � ���
�

� �

������
	�� 	�� � � � 	��

	�� 	�� � � � 	��
���
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�

� �

������
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���
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������ � � �

������

�


�
���


�

������ �����

で表される．これより解 �は

� � ���� �����

として求められる．

��� 擬似逆行列

式 �����では未知数の数と方程式の数が等しい場合につ

いて述べた．このとき �は正方行列であるため，逆行列

が存在するが，ここではこれらの数が等しくない場合を考

えてみよう．実際の中では，条件式よりも設計パラメータ

の方が多かったり，少なかったり，同じ数である場合の方

が希である．

方程式の数が多いとき 一般に，未知数の数に比べ方程式

の数の方が多い場合はその方程式を満たす解は存在しない．

では，最もらしい解を求めることを考えよう．いま，図 ��

のようにばね定数を測定する．自然長 �，ばね定数を �の
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図 ��	 ばね定数の測定実験

ばねにおもりをさげてそのときの �，
 を計測することで

多くのデータ ���� 
��が得られる．このとき �と 
 には


 � �� �����

の関係があるので，データは右図のようにプロットされ，

その傾きからばね定数を求めるのが一般である．得られた

データが式 �����を満たすと仮定すると


� � ��� �� � �� �� � � � �  � �����

の連立方程式が導かれる．これは未知数が � の �つで方

程式が  本あることに相当する．さらにこれは行列を用

いて

! � "� �����

! �

������

�


�
���
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������ � " �

������
��

��
���

��
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と書き表される．実際にはこの方程式を満たす �は存在し

ない．そこで，まず式 �����の左から"� を乗じてみよう．

これより，

"�! � "�"� �����

が得られる．ここで，"�" は正方行列 �� � ��であるの

で逆行列が存在し，

� � �"�"���"�! �����

が導かれる．ここで，

"� � �"�"���"� ���
�

は " のムーアペンローズ型の擬似逆行列と呼ばれ，未知

数の数�式の数，の場合に

� � "�! ���
�

として解を得るのが一般である．

未知数の数が多いとき 未知数の数のほうが方程式の数よ

り多い場合には，方程式を満たす解が多数存在し，解は不

定である．いま式 ���
�において � � �とする．�は方

程式の数で�は未知数の数である．このとき，前回と同

様の考え方を用いると，未知数 �のひとつの解は

� � ��� �����

�� � �� ���� ��� �����

によって求められる．ただし，式 ���
�と式 �����は形が

異なる．これは行列が横長か縦長かによって決まるもので

ある．さらに，これは複数ある中の �つの解であり，一般

解は

� � ������� �����

で得られる．ここで，��は前に述べた�の零空間の基底

からなる行列で，

��� � � �����

を満たす．また，�は任意の定数ベクトルである．

一般に，逆行列は

���� � �� ���� � � �����

を満たすものとして定義される．しかし，擬似逆行列はこ

れらを満たさない．一般には，

���� � �� ����� � �� �����

を満たすものとして定義される．式 ���
�，�����がこれら

を満たすことを確認しておくこと．

��� 逆問題の不安定性

前節では擬似逆行列について述べたが，式 ���
�では，

���が正則 �フルランク�であること，式 �����では���

が正則であることを仮定しているが，これは計測データで

は成り立たないことがある．また，正則な行列であっても

以下のように計算誤差に敏感なことが起こりやすい場合が

ある．

例えば，いま実験データ � が得られたときモデルパラ

メータ�から未知パラメータ�を求める問題を考えよう．

さらに，ここで �が

� �

�
�� ���� �

� �

�
�����

であったとしよう．このとき，��� は

��� �

�
�� ��� ��� ���

� ���

�
�����

となる．�が

� �

�
�

�

�
���
�

の場合，�は

� � ���� �

�
�

�

�
���
�

で得られる．一方，計測誤差が加わり，

� �

�
�

����

�
�����

となったとき �は

� � ���� �

�
�����
�����

�
�����

となり，解が大きく異なる．これは極端な場合であるが，

逆行列によって方程式の解を求める場合は注意が必要であ

ることを述べている．なお，�の �つの固有値が零に近い

ときにこのような現象が起こりやすく，実際この例では

�� � �� �� � �� ���� �����

であり ��が零に近い．また，�つの固有ベクトルが極めて

近いときも同様の現象が起こりやすい．すなわち，行列の

行列式は零ではないが零に極めて近い場合にこの現象が起

こりやすい．この場合，計算機上では零割は起こらないた

め計算はエラーを出すことなくそのまま進んでしまう．こ

れに対処するために，特異値分解が使われる場合が多い．

��



��� 特異値分解

行列 �を次式のように分解することを考える．

� � #$% � �����

#�# � � �����

% �% � � ��
��

$ � �"�2���� ��� � � ����� �� � � � � � �� � � ��
��

#，% は正規直交行列で回転行列に相当する．�は対角要

素 �正の数�のみで一般に大きい順に並ぶ �大きい順に並ぶ

ように求める�．これを行列 �の特異値分解といい，�� を

特異値，#，% � の各要素

# �
�
	� � � � 	�

�
� % � �

����
���
���

���

���� ��
��

をそれぞれ左特異ベクトル �	��，右特異ベクトル ���� �と

いう．特異値分解した場合に �を座標変換として見てみよ

う．これは図 ��に表されるように，% � で空間を回転し，

V T S U

図 ��	 �の特異値分解による座標変換

$で �軸，�軸方向に引き延ばし，# で再び回転する．た

だし，���# � ��のときは空間を右手系から左手系に入
れ替える操作が起こる．% � についても同様である．この

とき，#，% � は回転行列であり，空間のベクトルの大き

さを変えない．変えるのは $ のみである．この結果から，

����� � � � �のとき �� � �であり，行列のランクは最

小特異値の大きさを見ることで判断できる．さらに，数値

計算を行う場合はどこまで零に近い値を零とみなすかとい

う問題が起こる．実際，式 �����ではランクは �が保たれ

ている．このとき，ランクが落ちそうになる判断を

�&���3 �
��
��

��

�

によって行う．これを条件数 �� ��"�" � �$'4���といい

行列の評価 �不安定性�に良く用いられる．� 
 ����のと
きに行列の不安定性が起こるのは極めてまれであるが，行

列の大きさが大きいときは条件数を見ながら判断を行う必

要がある．条件数が小さいとき，�� � ��	�となる�で

� �
�
#� #���

� � $� �

� �

� �
% �
�

% �
���

�
��

�

� #�$�%
�
� ��
��

と分解・近似し，

��� � %�$��� #�
� ��
��

として用いる．実際には�は �� の ��� � ���� 程度のと

ころとなる ��によって決めるのが一般である．残念なが

ら，実際には行列の大きさが大きいときには特異値分解は

計算時間がかかるためオンラインでの計算には向かない．

後に述べる /516�7��!�を用いることの方が有用である場

合が多い．

��� 特異値分解による行列の零空間

特異値分解を用いると行列の零空間が求めやすい．いま

行列�が式 ��

�のように特異値分解されたとしよう．こ

のとき，% � が直交行列 �式 ��
�� を満たす� であること

から

% �
�%� � �� % �

�%��� � � ��
��

% �
���%� � �� % �

���%��� � � ��
��

が満たされるので

�%� � #�$� ��
��

�%��� � � ��
��

となる．これより %��� は �の零空間に属する基底より

構成されており，さらに，式 ��
�� から %��� の各要素

���	�� � � � ����は正規直交基底を表している．これより，
特異値分解によって行列の零空間が求められる．ただし，

%��� の取り方は一意ではない．

� 最適化問題

ある解を求めるにあたり，最適化がよく用いられる．最

適化とは，ある評価関数を設定しこれを最小化する解を求

めることである．つまり，設定した評価関数を軸としてみ

たときに最適化されているのであって，真に最適な解を求

めているものではない．また，評価関数は設計者によって

決められるので，適切な評価関数を設定できることが良い

ものを設計できることにつながる．

最適化の概念をわかりやすくするために，図 ��に表さ

れる系を考えよう．これは，# � 	��で定義されたポテン

シャルの中にある質点である．このポテンシャルにより，

質点には


 � ��#
��

� ��	� ��
��

��
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図 ��	 ポテンシャル

の力が働き，その方向に進む．その後，質点は��#��� � �

のところで止まる．すなわち，ある小さな Æを用いて，

��	� � �� � �#
��
Æ ��
��

の計算を繰り返し行うことで，� は # を最小化する解へ

と落ち込んでいく．これより，設計者が適当な評価関数 #

をポテンシャルとして設定し，これに関して式 ��
��の繰

り返し計算によって # を最小化 �あるいは最大化�するこ

とを最適化と呼ぶ．実際の力学ではポテンシャルから生ま

れた力が質点の加速度として働くためやや異なるが，ここ

ではポテンシャルによる力の大きさと向きだけを考えた．

このためには，# には以下の条件が必要である．

�� # はスカラ値である．

�� # は �に関して下に凸の関数である．


� # は �に関して下に凸の �次元関数である．


� # は �に関して微分可能である．

# の候補としてよく用いられるのが，誤差の �ノルムであ

り，これを評価関数としてときに最小二乗法と呼ばれる．

� 最小二乗法

��� 評価関数の設定と解法

最小二乗法は最適化の中で最もよく使われる手法である

が，評価関数をどう設定するかによって様々な問題解決が

可能であり，その解法も様々である．まず，
��節で求め

た内容について考えよう．

多くのデータ組 ���8 
��が得られているとき，評価関数

' �

��
���

�
� � ����� ��

�

を設定し，これを最小化する �を求める問題を考える．こ
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図 �
	 評価関数とデータの関係

の評価関数は，図 �
における

' � Æ�� � Æ
�
� � � � �� Æ�� �

��
���

Æ�� ��

�

に相当する．

設計パラメータは �であり，評価関数の �による勾配は

�'

��
� �

��
���

��
� � ������ ��
��

で得られる．そこで，

�� 適当な �の初期値 �� を設定する．

�� 得られている 
�，�� を用いて，式 ��
��から �'���

を求める．


� �� � �� � �'���Æ として � を更新し，これを繰り返
す．ただし，Æは十分小さな定数である．

として，' を最小化する �を求める．この手法は勾配法と

呼ばれる．

��� 線形な場合の最小二乗法

���節の手法は一般的なものであるが，この例の場合は

評価関数が �に関して線形の形で表されており凸関数であ

る．そのため，' を最小化する �は

�'

��
� � ��
��

の解として容易に得ることができる．

�'

��
� �

��
���

��
� � ������ � � ��
��

より，' を最小化する �は

� �

��
���


���

��
���

���

��
��

�




によって得られる．なお，ここでは設計変数が �の �つで

あったが，��，��，� � �のように複数個ある場合には，�������������

('

(��
� �

('

(��
� �

���

��
��

の連立方程式の解として �� が得られる．

次に，これを行列を使って解いてみる．評価関数 ' は式

�����を用いて

' � �! �"��� � �! �"��� �! �"�� �����

とも表せる．そこで，これを �で微分し，�'��� � �を求

めると，
�'

��
� ��"� �! �"�� � � �����

であり，

"�! � "�"� �����

� � �"�"���"�! � "�! ���
�

として解が得られる．これより，式 ���
�のムーアペンロー

ズ型の擬似逆行列を用いた�の解は最小二乗解を求めてい

ることに相当する．なお，ムーアペンローズ型の擬似逆行

列はノルム最小型の擬似逆行列と呼ばれる．設計変数が複

数個の場合でも同様にムーアペンローズ型の擬似逆行列を

用いることで最小二乗解を求めることができる．

いま，図 �
のように，データ列 ���8 ��8 ��8 � � ��，���8

��8 ��8 � � ��が与えられたとき，これを

x

y

図 �
	 データをべき乗多項式で近似する

� � 	� � 	��� 	��
� � � � �	��� ���
�

のように，�の �次べき乗多項式で近似することを考える．

そこで，評価関数を

' � ��� � �	� � 	��� � � � �� 	���� ���

� ��� � �	� � 	��� � � � �� 	���� ���
��� �����

としてこれを最小化する 	�，� � �，	�を求めることを考え
る．これは非線形最適化にも見えるが，設計変数に関し

て線形であり，線形問題として扱える．このとき，評価関

数は

' � �) �"9�� �����

) �

����
��
���

��

���� � " �

����
� �� � � � ���
���

���
���

� �� � � � ���

���� �����

9 �

������
	�

	�
���

	�

������ �����

となるので，9は

9 � "�) �����

で得られる．べき乗多項式で近似した関数は，その後の微

分 �������，�階微分 ���������などに使いやすいので利

用されることが多い．

��� 重み付き最小二乗法

図 ��のように，ある突出したデータがあると解がこれ

に引き寄せられ，正しい解が得られない場合がある．人間

x

y

x

y

図 ��	 ある突出したデータがある場合の重み付き最小二

乗法

が目の子で直線を引く場合にはちょうど良い案配を決める

ことができるが，計算機にこれは難しい．このような場合

は，データの信頼度に合わせた重み付き最小二乗法を採用

する．いま，評価関数を

' � *����� � ����� � *����� � ����� � *����� � �����

� *�
��
 � ��
�� � � � �� *�� ��� � ��� �� �����

と設定する．*�，� � �，*� は重み係数である．いま，���8

���の信頼度が極めて低いとする．このときは他の *� に

�




比べ*�を小さな値とする．すなわち，���� �����が大き
い，つまり �� � ��� の近似が悪くても評価関数への影響

は小さくなる．これを重み付き最小二乗法と呼ぶ．これを

行列を用いて表すと，

' � �+ �) �"���� � �) �"���+ ��) �"��
�����

+ �

������
*� � � � � �

� *� � � � �
���

���
� � �

���

� � � � � *�

������ �����

となり，�の解は

� � �+"��+) � �"�+ �"���"�+ �) ���
�

で得られる．図 ��は重みを用いなかった場合 �鎖線�と重

みを用いた場合 �実線�を実際に計算してプロットしたも

のである．
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図 ��	 重み付き最小二乗法
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これまでに，ムーアペンローズ型の擬似逆行列を用いる

ことで最小二乗解を得ることができることを示したが，式

���
�にあるように，これは �"�"��� を要求する．しか

し，"�"はしばしば正則ではないことが起こる．例えば，

次の連立方程式 �����
�� � � �

��� �� � �


�� 
� � �

���
�

を考える．これは，式 �����の形式では，

! �

��� �

�

�

��� � " �

��� � �

� �


 


��� � � �

�
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�
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�����

となり，����" � �なので "�" は正則ではない．この

場合，次の評価関数を設定して解を得ることがある．

' � �! �"��� � �+��� �����

ただし，+ は重み行列で一般には

+ �

����
* � � � �
���

� � �
���

� � � � *

���� �����

が用いられる．*は定数である．さらに，これは

' �

     
�
!

�

�
�
�
"

+

�
�

     
�

�����

で書き換えられ，これより，

� �

�
"

+

�� �
!

�

�
�����

となる．このとき，�
"

+

��
�
!
"�" �+ �+

"�� �
"� + �

�
�����

であり，"�"�+ �+ の正則性が保証されるようになる．

このため，この計算手法は計算機に使いやすい手法である

が，そもそも，!�"�を満たす解が存在してもそれを求め

ることをあきらめており，数学的ではないが工学的な手法

であると言える．

��� 拘束条件付き最小二乗法

最小二乗法を適用する場合，「この項目は必ず満たさなけ

ればならない」という拘束条件 �あるいは境界条件�が付

加される場合がある．その場合の解法について述べる．

ラグランジュの未定乗数法 いま，設計変数を 	として，

拘束条件を

�� � ,������ �����

とする．さらに，

' � ��� � 
�������� � ��� � 
�������� � � � �
� ��� � 
��� ����� �����

を最小化する解を求めたいとする．このときは，評価関

数を

�' � ��� � 
�������� � ��� � 
�������� � � � �
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��� ����� � �
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と設定し，�に加え，�も設計変数として扱った勾配法を

適用する．すなわち，

�� 	� �
�'
��
Æ ���
�

�� �� �
�'
��
Æ �����

の繰り返し計算を行う．ここで，�はラグランジュの未定

乗数と呼ばれ拘束条件の数だけ存在し，拘束条件が満たさ

れなければその分徐々に大きくなる．これは重み付き最小

二乗法において，拘束条件が満たされるまでその重み係数

を大きくし続けるという解釈が可能である．ただし，設計

変数 � の数が少なく，そもそも拘束条件を全て満たす �

が存在しない場合には � は発散するので注意する必要が

ある．

行列の零空間を用いる方法 � 線形の場合 � 拘束条件，お

よび評価関数 ' が設計変数 �に関して線形の場合はもっ

と簡単に解が得られる．いま，拘束条件を

)� � "�� �����

とし，評価関数 '

' � �) �"��� �����

を最小化する問題を考える．式 �����の �の一般解は"�

の零空間"�� と任意定数 �を用いて

� � "�
� )� �"

�
� � �����

と表せる．すなわち，�がいかなる値でも式 �����を満た

す必要十分条件である．次に，-が式 �����を最小化する

ように求める．式 �����の �に式 �����を代入して

' � �) �""�
� )� �""�� ��� �����

が得られる．これより，' を最小化する �は

� � �""�� �
��) �""�

� )�� �����

であり，これを式 �����に代入して

� � "�
� )� �"

�
� �""

�
� �

��) �""�
� )�� �����

を得る．

��� ベクトルの射影

あるベクトルを直線，あるいは平面上に直交射影するこ

とはよくある問題である．これは最小二乗法を応用するこ

とで容易に解を得ることができる．
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a

図 ��	 ベクトルの直線への直交射影

図 ��のように，ベクトル �を方向ベクトル �の直線 �

上に直交射影する問題を考える．このとき，射影されたベ

クトル ��はある定数 -を用いて
�� � �- �����

と書け，さらに直交射影であることからこれは

' � ��� �-�� ���
�

を最小化する -を求める問題となる．これより，-は

- � ��� ���
�

で得られ，��は �� � ���� �����

で与えられる．ここでは �次元平面での例を示したが，こ

の方法では次元の数に関係なく解が得られる．


次元空間内ベクトル 
を �次元平面 �

�� � � � � � �����

に直交射影する問題を考えよう．平面 �の法線ベクトル

�は

� �
�
� � �

��
�����

であるので，�に直交する �つの独立なベクトル

�� �
�
� �� �

��
�����

�� �
�
� � ��

��
�����

を用いれば，平面 �上にある全ての点 �は

� � ��-� � ��-� �
�
�� ��

� � -�
-�

�
� �� �����

と表せる．そのため，
の �への直交射影は
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 ����� �����

��



を最小化する �を求める問題となり，�は

� � ��
 �����

で与えられ，
の射影 �
は
�
 � ���
 ���
�

で得られる．なお，このとき射影によって消滅した 
の法

線ベクトル方向の成分は

:
 � 
 ����
 � �� �����
 ���
�

となる．

��� 逐次最小二乗法

行列 �の擬似逆行列を求める際，���� ��� を求めなく

てはならない．これを計算機で実行する場合，�のサイズ

が大きいと多くのメモリを要求することとなる．そこでこ

れを逐次的に求める逐次最小二乗が有効である．逐次最小

二乗法のためには次の逆行列補題が必要である．

�������� � ����������������������� �����

特に �，� がベクトルの場合，

��� ��� ��� � ��� � �
��������

� � ������
�����

となる．では次の最小二乗問題を考えよう．
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このとき �は
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で表されるが，逆行列補題より

�""� � ��� ���

� �""� ��� � �""� ������ �""� ���

� � �� �""� ����
�����

で表される．ここで，

.� � �""� ��� �����

.�	� � �""� � ��� ��� �����

とおくと

.�	� � .� � .���
�.�

� � ��.��
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�

が得られる．これらの結果を用いて
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を満たす �は

�� .� を

.� � ���
�
� ������

��
�����

として . の初期値を得る．

�� .� が与えられたとき .�	� を次式で更新する．

.�	� � .� �
.���	��

�
�	�.�

� � ���	�.���	�

�����

で与えられる．ここでは逆行列を求めないので計算が

容易である �分母はスカラなので単純な割り算�．ま

た，ここまでの �すなわち

' �
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�
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を最小化する �はこのとき �は

� �
�
�� � � � ��	�

�����
���
���

���	�

����.�	� �����

によって得られる．ここでも逆行列を用いていないの

で計算が容易である．


� 上記を� � � �  まで繰り返すことで式 ���
�を満

たす �が求められる．

※ この方法では，逆行列を ) � *��を用いずに計算してい
るが，このこつは逆計算を式 �����においてスカラで

の割り算とし，繰り返しによって求めるところにある．

※ 式 �����に

� � '"�
   � -) �

�
��

�
-" �

�   �����

のように � � - � �の忘却係数を設定することが可

能であり，現在の情報を重視し，過去の情報は重みを

小さくしていくことができる．これはいわゆる学習に

相当する．

	 常微分方程式の数値解法

��� 陰解法と陽解法

微分方程式の厳密解が求められない場合，数値的に積分

をして数値解を求めなければならない．一般に微分方程式

��



の厳密解は求められなく �これまでの数学で解いてきたも

のの方が特殊ケース�数値積分が必要となる．

まず，図 ��の系について考えてみる．この運動方程式

は式 ����で表される．これを数値積分して解を得てみよ

う．式 ����は陽解法と呼ばれ，その原理は�
,�)� � �* � ,�)�* � � +�)�*

�)� � �* � �)�* � � ,�)�*
�����

の考え方に基づいている．では，ここで考え方を少し変え

てみる．運動方程式は本来 �階微分値と �階微分値，�階微

分値の関係を表している式であり，積分した結果もこの式

を満たしていることが必要である．そのために式 �����を�
,�)� � �* � ,�)�* � � +�)� � �*

�)� � �* � �)�* � � ,�)� � �*
�����

かつ，

�+�)� � �* � ���)� � �*� � ,�)� � �* �����

とする．すなわち，これは積分した時刻 ���において運

動方程式が満たされる速度，加速度を用いて積分するとい

うものであり，陰解法と呼ばれる．式 �����，�����では

�)� � �*， ,�)� ��*，+�)� � �*が未知数であり，これらの連

立方程式を解くこととなる．実際には，式 �����，�����を

連立させて��� � � ��
� �� �

� � �

���
��� �)� � �*

,�)� � �*

+�)� � �*

��� �

��� ,�)�*

�)�*

�

��� ���
�

として，��� �)� � �*

,�)� � �*

+�)� � �*

��� �

��� � � ��
� �� �

� � �

���
�� ��� ,�)�*

�)�*

�

��� ���
�

によって解を得る．陽解法では現在時刻で運動方程式が満

たされる値に基づき数値積分を行うため，系のエネルギー

量のバランスが崩れている．そのため，積分の時間刻み幅

を大きくとると積分によってエネルギーが加わり，不安定

になる場合がある．図 ��ではこの現象をスペクトル半径

として示した．

��� 台形積分

陽解法と陰解法の両方を用いた手法として，台形積分を

行う方法もある．次の微分方程式を考える．

,� � �� �����

このとき，

,�)�* � ��)�* �����

,�)� � �* � ��)� � �* �����

が成り立ち，以下の台形積分を考える．

�)� � �* � �)�* � �
,�)� � �* � ,�)�*

�
�����

これより，

�)� � �* � �)�* � ��
�)� � �* � �)�*

�
�����

が得られ，これを �)� � �*について解くと

�)� � �* � ��� � �������� � ����)�* �����

が得られる．式 �����，�����において，時刻 �と ���の

両方を考慮していることが分かる．

��� ルンゲクッタ法

運動方程式が非線形の場合には台形積分を表すことが難

しく，さらに，非線形性が強い場合には時刻�，���だけ

でなく，その中間の時間も考慮する必要がある．そのため

の手法として，ルンゲクッタ法を説明する．微分方程式が

,� � ���� �����

で与えられたとき，その積分を
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図 ��	 ルンゲクッタ法
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によって定義する．これは図 ��のように 
�，
�，
�，


を計算しそれらの重み付き平均をとるものであり，時刻 �，

� � ���，� � �を考慮した積分となっている．

図 ��は，図 ��のシステムに対して運動方程式を陽解法，

陰解法，台形積分，ルンゲクッタ法を用いて数値積分 �シ

ミュレーション�した結果である．なお，いずれも � � �

とした．また，今回の運動方程式は線形系であり厳密解が

���� � �(&������ �����

で得られるため，これを破線で示した．ある特殊なケース
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図 ��	 マスばねダンパ系のシミュレーション

ではあるが，陽解法ではエネルギーが加わり振動が発散し，

陰解法では発散は抑えられるもののやや減衰する傾向が見

られる．これに対し，台形積分，ルンゲクッタ法では一定

の振動が求められている．

��� 偏微分方程式の場合

偏微分方程式の場合には，陰解法の概念が重要である．

以下の微分方程式を考える．

(�

(�
� /

(��

(��
�����

これは拡散方程式と呼ばれ，ある場所の温度 � の時間変化

が温度の空間的な広がりの �階微分値に従って変化するも

のであり，非常に良く用いられる式である．また，温度は

空間的な広がりを持つものであるため，ある特定の場所の

みの温度を計算することは希で，図 
�のように空間を要

素に分けた考え方で解を求めていく．特に重要なことは，

 x

 k

 T

 i
i+1

i+2

i−2
i−1

図 
�	 温度の拡散

� の温度変化率は空間 �階微分値に一致することであり，

このときの時刻を同一にする必要がある．

今，要素 �の時刻 � における温度を ��)�*と書く．この

とき，陽解法では式 �����は

��)� � �*� ��)�*
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で表される．このとき，未知数は ��)���*のみであり，こ

の方程式の解として得られる．一方，陰解法では

��)� � �*� ��)�*
;�

� /
��	�)� � �*� ���)� � �* � ����)� � �*

;��
��
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となり，未知数は ��	�)���*，��)���*，����)���*の 


個，さらに，要素を ���，���，� � �と増やすごとに未知
数が �つずつ増え，最後に両端点での境界条件 �端は何か

に接触しているため温度一定�を �つ与えることで方程式

の数と未知数の数が一致し，解を得ることができるように

なる．

��




 導関数の差分近似

�章，�章では評価関数の勾配 �導関数�を求め，これを

用いて最適値に収束させる手法について述べた．しかし，

評価関数の導関数を求める際には手計算が必要であり，特

に非線形性が強い場合には間違いも起こしやすい．そこで，

数値的に導関数を求める手法について説明する．

スカラ値 ' をベクトル �

� �

����
��
���

��

���� ��
��

で微分すると

�'

��
�

#
('

(��
� � � ('

(��

$
��
��

となる．いま，評価関数 ' が

' � �� ���� ��� ��

�

であるので，その導関数は

�'

��
�

#
��� ���

('

(��
� � � ��� ���

('

(��

$
��

�

いま，('�(�� の計算が煩雑なときは，以下のようにして

求める．

�� ある �� に対して '����を求める．

�� 次に，

�	 � �� �

����
Æ��
���

�

���� ��
��

として，'��	�を求める．


� さらに，

�� � �� �

����
Æ��
���

�

���� ��
��

として '����を求める．


� これらを合わせ，

('

(��
�
'��	�� '����

�Æ��
��
��

として ('�(�� とする．

この手法では順問題の解のみで逆問題の解が得られるので

扱いやすくなるが，Æ��の大きさが解の精度を決定するう

え，収束する解に近づいたときに解が振動する現象が起こ

りやすい．また，設計パラメータが多い場合には非常に多

くの計算を要するため，計算時間が長くなる場合もある．

この手法を用いて

!"� � �

�
�

�
��
��

を満たす �を求めてみよう．この方程式の厳密解は

� � !"���
�
�

�
�
0
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となる．評価関数を

' �

     !"� � �
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としてこれを最小化しよう．

('
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� �

�
!"� � �

�
�

�
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��

であるのでこれを用いた場合と数値的な差分を求めた方法

とで比べた．結果を図 
�に示す．下図で導関数を数値的

に求めている．収束計算におけるステップ幅などにも依存
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するが，この場合はどちらの手法でも数回でほぼ厳密解に

収束する様子が理解できる．

付録 � 行列を用いた計算例 �

� 振動の解析

行列を利用することで複雑な系の解析が行える．図 
�

にある質点の運動が

�+� � ��� ��
��

で与えられることは簡単である．これは �自由度振動系で

��
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図 
�	 �自由度振動系

その固有振動数 1	は

1	 �

%
�

�
��

�

で与えられる．では，図 

で表される �自由度振動系を

考えよう．これは �つの質点が 
つのばねで結合された �

m m
x1 x2

図 

	 �自由度振動系

自由度振動系で，質点は図の矢印に沿った動きしかできず，

その変位を ��，��とする．この系は図 

に表されるよう

な振動のモード ��次モードと �次モード�があると予想さ

れるであろう．まず，この系の運動方程式を考えよう．図

図 

	 �自由度振動系の振動モード


�のように ��の移動に対してばねの復元力 ����が働く
とすると，運動方程式は

�+�� � ���� � ���� � ��� ��
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となる．これを行列を用いて表すと�
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�	 質点に働く力

が得られる．ここで，�の固有値は
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より，
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�
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となる．また，対応する固有ベクトルは
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である．この結果を用いると式 ��
��は

+� �
�
�� ��
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� ��
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となり，ここで
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とおくと，
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� ��
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が得られる．これは式 ��

�，��
��の �� と �� のカップ

リングをもった運動方程式が

+��� � ����� �����

+��� � ����� �����

のように独立な �つの運動方程式によって記述され，���，��� のモードの固有振動数は
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が得られる．これは �の固有値の平方根と一致する．さ

らに，それぞれの振動モードのモードシェイプはその固有

ベクトルで表され，図 
�のようになる．これは図 

に一

致する．
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図 
�	 固有ベクトルによるモードシェイプ


 非線形方程式の解法

これまでに線形方程式の解法について述べた．線形方程

式は非常に解きやすいが，非線形方程式の場合，これを未

知数について解いて，解 �厳密解という�を求めることは

極めて難しい場合が多い．これに関して触れる．いま，次

式で表される非線形な方程式を考える．

� � 
��� �����

ただし，未知数は � 
 �� で，� 
 ��，
��� 
 �� であ

る．未知数の数が �，方程式の数が �であるが，この大

小に関してはここでは触れない．この方程式から 
 の逆関

数を求め

� � 
����� �����

とすることができればこの方程式の厳密解が求められるが，

一般に逆関数を求めることは難しい．そこで，繰り返し計

算によって数値解を求めることとしよう．厳密解は方程式

を必ず満たす解であるが，数値解は厳密解に収束するもの

であり，繰り返しを無限回行えば厳密解に一致する．ただ

し，解の収束性という議論もありアルゴリズムに不備があ

ると解が収束しない可能性，また，収束するが厳密解に一

致しない可能性などもある．

いま，式 �����を満たす解 �
，�
が存在するとしよう．

このとき，�が �
 から �
 � Æ� だけ変化し，それに伴っ

て �が �
から �
� Æ� へと変化したとする．ただし，Æ�，

Æ� は十分小さな値とする．このとき式 �����は

�
 � Æ� � 
��
 � Æ�� �����

となり，左辺を �
 の周りでテイラー展開することで

�
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(
��
�

(�
Æ��
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(��
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が得られる．ここで �次以上の微少量を無視すると

Æ� �
(
��
�

(�
Æ� �����

が得られる．ここで，式 �����はベクトルをベクトルで微

分する形式になっているが，正確にはこれを ' とおいて，
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となる．この ' はヤコビ行列と呼ばれるもので，ある�の

ときの，入力変化 Æ�に対する出力の変化Æ�の関係を表す

ものである．

いま，�に適当な値 �� �� �
を設定しよう．また，この

ときの �を �� � 
���� �� �
とする．このとき式 ���
�の

関係から

�� � �
 � '������� � �
� �����

の関係が成り立つ．これより，

�� � �
 � '����
���� � �
� �����

となるので，

�� � �� � '�������� � �
� �����

とすれば，��は�
に一致するはずである．しかし，'����

は � � �� の瞬間の値であるため，実際には微少量 Æを設

定し，

�� � �� � Æ'�������� � �
� �����

として �� を �� より �
 に近づける．そこで，

��	� � �� � Æ'�������� � �
� �����

としてこれを繰り返し計算することで，�� を
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とすることができる．この概念を図 
�に示そう．' の勾
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図 
�	 収束計算の概念図
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配に基づいて徐々に �� を �
 に近づけるものである．こ

の方法はニュートンラプソン �#�<� �1=�&0! ��法や勾配

法と呼ばれる方法で，非線形方程式の解を求める際に良く

用いられる方法である．ただし，ここで '�を用いている

が ' が行フルランクでなくなるとき，'� ' のランクが落

ちてその逆行列が求まらない．これにより '�が存在しな

くなり，このときを特異点という．これは前述した方程式

の不安定性と同じ結果を導き，正しい収束解が得られなく

なるのでこの場合にも '� ' を特異値分解してその条件数

から逆行列の近似解を求める必要がある．また，この方法

は�の値に対して一般性を持つがその値が大きいときに

は多次元空間の探索となるため収束が遅くなる．

� ロボットの運動学問題

��� �平面リンクマニピュレータ

図 
�に表されるロボットを考えよう．この手先の座標
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図 
�	 �リンク平面マニピュレータ
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によって表される．��，�� を与えたときに手先位置を求

めることを順運動学問題といい，この厳密解は式 �����に

よって与えられている．逆に手先位置 �，�を与えたとき

にこれになるように ��，�� を求めることを逆運動学問題

といい，この厳密解を得るには式 �����を ��，�� につい

て解かなければならない．これは困難であるため，ここで

は数値解を求めることを考えよう．式 �����より，ヤコビ

行列は次式によって得られる．
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いま手先を �
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 へ持っていきたい．この解を得るため

には ��，��に適当な初期値 ���，�
�
�を与え，このときの �
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�� を式 �����から求めることで，�
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� Æ'������� ����

�
�� � �

�� � �


�
�����

で繰り返し計算することで求められる．この例を示そう．

図 
�のように適当な初期値を与えることで目標の手先位

置 �
，�
 に収束する様子が分かる．
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図 
�	 �リンク平面マニピュレータの逆運動学計算

��� �リンク平面マニピュレータ

つぎに図 
�にあるような 
平面リンクマニピュレータ

の場合を考えよう．このマニピュレータの手先位置は�
�

�

�
�

�
���� � ����� � ������

��$� � ��$�� � ��$���

�
�����

によって表される．ただし，���，$�� はそれぞれ � !��� �

���，!"���� � ���を表す．このマニピュレータの逆運動学

問題を考えよう．この方程式は未知数が ��，��，��の 
つ

で方程式が �本となり，方程式よりも未知数の方が多い．

そのため，この解は無限に存在しその一般解はひとつの解

と方程式の補空間によって表される．ただし，ここでの方

程式は非線形方程式であるため補空間が一般的な形で求め

ることはできないので，ここでは解が無限にあることだけ

に触れるものとする．では，逆運動学問題の解を考えよう．
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�	 
リンク平面マニピュレータ

�リンク平面マニピュレータの場合と同様に厳密解を求め

ることが難しいので数値解によって解を得る．ここでは，

ヤコビ行列が
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となり，�� 
の行列である．そのため逆行列は存在せず，

式 �����のかわりに��� ��	��
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を用いる．このときの計算結果を図 
�に示す．二通りの

初期姿勢に対して数値解を求めた．解は無数にあるため初

期姿勢によって異なる解へと収束する．

� 座標変換とクオータニオン

��� 座標変換行列

座標変換を行列ではなく，ベクトルと回転で表す方法に

ついて述べておこう．いま，図 
�に表されるような �" 座
標系から" 座標系への座標変換を考えよう．点�が �" 座
標系で ������ ����で表され，" 座標系で ����� ���で表さ
れたとする．このとき，これらの間の関係は�

��

��

�
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�

�����

�� �

�
� ! � � !"� �

!"� � � ! �

�
�����

0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

(xr, yr)

0 0.5 1 1.5

0

0.5

1

1.5

(xr, yr)

図 
�	 
リンク平面マニピュレータの逆運動学計算

で表される．このとき，�� は座標変換行列で，ここでは

�だけの回転を表すものである．�� の特徴としては，

����� � � �����

���� � ��
� ���
�

が挙げられる．これは，�� が直交行列であることから明

らかである．

次に 
次元の場合を考えよう．上の例では �次元での回

転行列であるが，これは �軸回りの回転とみなすこともで

きる．
次元の場合は �軸回り，� 軸回り，� 軸回りの回

転によってその形が以下のように異なっている．

��
� �

��� � � �

� � ! � � !"� �

� !"� � � ! �

��� ���
�

�




x

yy

x^

^

θ

A(xa, ya)
  = A(xa, ya)

^^

X X 
^
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�	 平面における座標変換
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いずれの場合も直交行列なので式 �����，���
�の特徴を

持っている．さて，
次元空間の姿勢の自由度は 
である

ので任意の座標変換行列 �は式 ���
�，�����，�����の組

み合わせで表現できる．

���� 2� 3� � ��
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�
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�
� �����

式 �����は �軸回りの回転	� 軸回りの回転	� 軸回り
の回転の順番でとっているため，���オイラー角 �または

単にオイラー角�と呼ばれる．ロボットの関節を設計する

場合，その機構での実現の容易さから���オイラー角が選

択される場合もある．図 

左は ���オイラー角で関節を

実現した例であり，右は ���オイラー角で実現した例であ

る．さて，式 �����は 
� 
の行列であるのでパラメータ
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図 

	 ロボットの関節での実現

は �個ある．しかし，各列ベクトルの直交性，各行ベクト

ルの直交性の �つの拘束条件があり，実際は 
つの自由度

しかない．これは �，2，3 の数と一致している．そこで

座標変換をもっと少ない数のパラメータで表そう．

��� クオータニオン

図 

に表されるように，任意の座標変換はあるベクトル
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	 座標変換の表現方法
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��� ��
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��

��� �����

の回りの 9回転によって表すことができる．ここでパラ

メータは 
つあるが，�4� � �の条件を入れることで自由

度は 
である．座標変換を 
つのパラメータで表すと表現

しやすいことが多くある．これを四元数 �クオータニオン�

と呼ぶ．実際にはクオータニオンは複素数の拡張系で���������������

�� � 5� � �� � ��
�5 � �5� � �
5� � ��5 � �
�� � ��� � 5
�5� � 5�� � ��5 � ��

�����

を満たす �，5，�を用いて表すものであるが，ここではこ

れを座標変換へと応用したものであると理解して欲しい．

座標変換を次の 
つの数字で表す．
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これは �6� � �を満たす．式 �����とクオータニオンは �

対 �対応なので，その関係は
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となる．また，�回座標変換を施すことすなわち，

� � ���� ���
�

はクオータニオン
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と表される．

クオータニオンを使うと，ジャイロセンサを用いた姿勢

計測が容易になる．ジャイロセンサは図 
�のように瞬間

の �，�，�軸回りの角速度 1�，1�，1� を出力する．その

ため，単に角速度を積分しても姿勢変換行列は求められな

い．一方，クオータニオンの微分は

,6 �
�

�

�
����

7� � � ��

�
�����

� �

��� 1�

1�

1�

��� �����

で表されるので，ジャイロセンサから得られた角速度ベク

トル�を用いて式 �����を積分することで座標変換のため

のクオータニオンが得られる．これにより，角速度から姿

勢を計測することが可能となる．
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