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論 文

並列倒立振子 システムのH∞ 制御*

杉 江 俊 治
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H•‡ Control of a Parallel Inverted Pendulum System* 

Toshiharu SUGIE** and Masafumi OKADA**

It is important to verify the effectiveness of various control design methods by 

experiment. For this purpose, first, this paper proposes a new type of parallel inverted 

pendulum system for experimental use, whose controllability can be easily changed. 

Second, we analyze how the system characteristics depends on its physical parameters 

from the viewpoint of robust stability and controllability. Third, a two-degree-of-

freedom controller is designed for the system based on the H•‡ loop shaping design 

procedure. Finally, we evaluate the effectiveness of the controller by experiments, which 

includes the comparison with LQ optimal control method.

1. は じ め に

従来より,制 御方式の有効性の実験検証や制御工学の

教育のための装置として広 く用いられているものの一つ

に倒立振子がある1)～7).従来 の倒立振子は,一 つの振子

を一つのアクチュエータで制御するタイプのものが標準

的であるが,こ れは制御が比較的容易であり,系 のパ ラ

メータ(振 子の長さ ・質量など)を 変更 してもそれほど

制御の容易さは変化 しない.し かし,制 御方式の有効性

の実験検証という観点からすれば,制 御性(安 定化補償

器を実際に見つけることの容易性など)の 変更が可能で

あることが望ましいと思われる.

これに対して,一 つのアクチュエータによって並立す

る二つの振子を同時に倒立 させる並列倒立振子 システム

では,二 つの振子の固有振動数が異なっておれば理論的

には可制御であり,こ れが一致すれば不可制御になるこ

とが知 られている8).本 論文の一つの目的は,制 御性を

可変にできるという観点から,こ の並列倒立振子システ

ムに着目し,一 つのプロトタイプを提案 し,そ の制御性

に関 して検討を加え,実 際に装置試作 し,こ の系が制御

可能であることを実験的に確認することにある.

一方
,実 験検証をするべき制御方式の一つとして,近

年その有効性が注目されているH∞ 制御が挙げられる.

これに関 しては混合感度問題を用いて倒立振子系を設計

した例が報告されているが3),4),混 合感度問題では虚軸

上の極 ・零点の取り扱いに際して,種 々の制約条件を考

慮に入れなければならないし,極 零相殺を含めた種々の

問題点も指摘 されている9).こ れ に対 してMcFarlane

ら10)が提 案しているループ整形法は,設 計手順も簡単で,

虚 軸上の極 ・零点に注意する必要 もな く,実 用的である

と考えられ,そ の有効性を倒立振子を用いて実験検証す

ることは意義深いと思われる.本 論文のもう一つの目的

は,こ のループ整形法の有効性を検証することにある.

本論文の構成を以下に示す.ま ず,2.で,並 列倒立振

子システムを提案 ・試作 し,こ の系のモデル化を行 う.

3.で この系の制御性に関 して,ロ バス ト安定性と可制御

性の二つの観点から解析を行う.4.で,こ の系に対する,

ル ープ整形法 に基づ くH∞ 補償器の具体的設計法を示

し,5.に お いて,振 子の倒立実験 を行 うことにより,

提案する並列振子システムが実際に制御可能であること

を確認すると同時に,ル ープ整形法の有効性を検証する.

2. 並 列 倒 立 振 子 シス テム の 試 作 と モデ ル 化

本節ではまず,提 案する並列倒立振子 システムの概略

を述べ,次 にそのシステムの運動方程式を導き,状 態空

間表現を求める.

2.1 並 列倒 立振子 システムの概略

1. で述べたように,こ こでは,「(i)制 御性を可変にで

きる」という観点から,一 つのアクチュエータで並立す

る二つの振子を同時に倒立させる並列倒立振子システム
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を考える.こ のシステムと類似した型 として,古 田ら11)

によって振子を二つ直列に結合した二重倒立振子システ

ムの研究が行われているが,(i)の 観点からはやや疑問

が残る.ま た筆者 らとは別に,川 谷 ら12)によ っても並列

倒立振子システムを用いた研究が報告されているが,こ

れは従来の倒立振子 システムと同様に,振 子を支える台

座部分が並進型であり,そ の移動範囲には制限があって,

これが線形理論によって安定化する際の大きな制約にな

ることもある.よ って,「(ii)振 子台座の可動距離が大

きくとれる」ように,参 考文献11)に 見 られる回転型を

基礎 とした構造を採用する.こ のような構造にすること

で,振 子台座の可動距離がいくらで も大きくできるばか

りでなく,駆 動力伝達部の機構に存在するバ ックラッシュ

や不感帯などの非線形性の影響を小さく抑えられること

が期待できる.

提案する倒立振子 システムの概略をFig.1に 示す.

中心にある一つのアクチュエータでアームの位置と2本

の振子の姿勢を同時に制御するものであるが,ア クチュ

エータと しては電流 とトルクの関係が明確なDCサ ー

ボモータを,検 出器には外乱の影響が少ないパルスエン

コーダを用いた.エ ンコーダはそれぞれの振子の付け根

とモータ軸に取り付けてあり,こ れを観測量として用い

る.

2.2 シ ス テムのモデル化

1. で提案 した倒立振子システムに対 し運動方程式を導

く.ま ず,こ のシステムに対 し,モ ータ軸と振子の回転

軸との交点を原点として水平面内にx軸,y軸 を とり,

鉛 直方向上向きにz軸 をとる.θ および φは,時 計回

り方向を正とする.こ こで以下の記号を定義する.

mi:i番 目の振子の質量(kg)

lgi:i番 目の振子の付け根か ら重心までの長さ(m)

θi:i番 目の 振 子 の 角 度(rad)

Ii:i番 目の 振 子 の 重 心 回 りの 慣 性 モ ー メ ン ト

(kgm2)
～
Ii=Iisin2θi(kgm2)

φ:ア ー ム の 回転 角度(rad)

L:ア ー ム の 長 さ(m)

J:モ ー タ 軸 の ま わ りの ア ー ムの 慣 性 モ ー メ ン ト

(kgm2)

τ:モ ー タの トル ク(Nm)

g:重 力加 速 度=9.81(m/s2)

こ の と き,振 子 の 重 心 の座 標 を(xgi,ygi,zgi)と す る と

xgi,ygi,zgiは 次 式 で 表 わ せ る.

(1)

(2)

(3)

これを時間微分 して,重 心速度は

(4)

となる.振 子が傾いて回転することにより,原 点回りに

xy平 面上で回転のエネルギーを持つことを考慮にいれ

ると,運 動エネルギーT,ポ テンシャルエネルギーUは

次式で表わせる.

(5)

(6)

これからラグランジュの運動方程式を導 くと,次 式のよ

うになる.

(7)

(8)

(9)

ただ し,Fiはi番 目の振子に働 く摩擦項Fmは アーム

Fig. 1 Parallel inverted pendulum system
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に働 く摩擦項である.一 般に摩擦は非線形項を有するが,

ここではFi=Diθi+K,Fm=Dmφ+Kmと 粘性摩擦

項(摩 擦係数Di,1)m)と クーロン摩擦項(K,Km)の

和で近似 し,線 形化の際にはKi,Kmを 無視することに

する.上 記の運動方程式を平衡点回りで θ1<1,θ2<1,

θ1<1,θ2<1,φ<1と し,2次 以 上の微小量を無視す

ることで線形系が得られる.こ の線形化 した運動方程式

は状態変数xを,

(10)

とす る こ とで,

(11)

となる状態空間表現が求まる.た だし

(12)

(13)

で あ り,

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

で あ る.ま た,入 力uは

(19)

であり,観 測量 ッは

(20)

とな る.こ うした求まった制御対象を,

(21)

として以下これを用いる.

2.3 パ ラメ ータの同定

振子の質量や重心高さ,慣 性モーメントは振子を一様

な棒 とみなすことで実測により容易に求めることができ

る.振 子,モ ータの摩擦 およびモータの慣性モーメン

トは以下の同定実験によって求めた.

2.3.1 摩擦 の測定

(1) 振子の場合

振子の位置エネルギーが付け根の摩擦によって消費さ

れることに着目し,以 下のように振子の摩擦の測定を行っ

た(Fig.2参 照).

Step1 振子を止めた状態(状 態8と する)の 角度をθs

と し,こ の状態か ら静かに振子を動かす.

Step2 再び振子の速度が0に なった状態(状 態eと す

る)の 角度 θeを測定する.

Step3 それぞれの状態の角度,重 心の高さの差 △hに

は,

(22)

の関係があり,こ のことからθの値を差分で求めること

によりDiとKiの 連立方程式が求まる.ま た θsの値を

変えることでDi,Kの 値 を求めることができる.こ こ

で△Rは エネルギーの損失分,gは 重力加速度である.

(2) モータの場合

摩擦,ト ルク,加 速度,慣 性モーメントには,

(23)

な る 関 係 が あ る.こ の こ と よ り τを 一 定 に し φ=0と

な る とき の φ の 値 か らDm,Kmを 求 め る こ とが で き る.

2.3.2 ア ー ム の 慣 性 モ ー メ ン トの 測 定

ア ー ム に は エ ン コー ダな どの機 器 が 搭 載 され て い る た

Fig.2 Pendulum in free motion
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め,質 量や長さだけから慣性モーメントを求めるのは難

しい.そ こで(23)式 を利用して実験により求める.こ

のシステムのステップ応答について,シ ミュレーション

と実際の装置にステップ トルクを加えた場合の応答を比

較 し,こ の二つが一致するようにJの 値を定めた.

これ らの同定 により求ま ったパ ラメータをTable 1

に示す.

3. 並 列 倒 立 振 子 シ ス テム の解 析

前述の並列倒立振子システムに対 し,ロ バス ト安定度

および可制御性行列の二つの方向から,そ の制御のしや

すさを解析する.

3.1 ロバ ス ト安定度に着 目した解析

一般 に次のような定理が知 られている.(詳 細は参考

文献10)参 照)

【定理1】10)

制御対象PのPH∞(安 定かつプロパーな有理関数)

上 の正規化左既約分解((M,N)∈PH∞)

(24)

(25)

が与 えられたとする.M,Nに 対 しそれぞれ変動分 △m,

△n(∈PH∞)を 考え,

(26)

になった場合に,Pを 安定化する補償器Kに ついて,

(27)

(28)

が成 り立てば,

(29)

を満たす任意の変動に対して,KはP△ を安定化する.

このεの最大値をεmax,す なわち,

(30)

とす ると,こ の εmaxは 補償器Kに よって許容される

モデルの誤差の最大値であり,ロ バス ト安定度と考える

ことができる.εmaxは システムに固有の値であって,

この値は繰り返 し計算することなく求めることができる

(計算法については付録参照).こ のεmaxの 値が小さけ

れば,制 御対象の小さな変動のもとで,ど のような補償

器を設計しても,す ぐに不安定化することを意味 してい

る.モ デル化誤差は,現 実には必ず存在するので,εmax

が小 さければ小さいほど,安 定化する補償器を見つける

ことが困難となる.よ ってこれを制御 しやすさの一つの

尺度としてこのシステムの制御性を評価する.

εmaxを 前述の並列倒立振子 システムについて求め,制

御のしやすさを評価する.1本 の振子を50(cm)に 固定

し,も う一方の振子の長さを10(cm)か ら50(cm)に

まで変えたときのεmaxの 値をFig.3に 示す.振 子が極

端に短い場合は現実問題として実現が不可能なので省略

した.振 子が1本 の場合はεmaxが0.0113で あ ったのに

対 し,振 子が2本 の場合はεmaxが 最大でも0.0032と な

り,か なり制御が難しくなっているのがわかる.な お,

ここでの1本 の場合というのは,振 子の長さが50(cm)

の場合の値を示している.ま た振子の長さが近づいて固

有振動数が近づ くと,εmaxの 値 が小さくなり制御がし

づ らくなっている様子が理解できる.

3.2 可 制 御性行列 に着 目 した解析

一般に可制御性行列M
cは,そ のランクによってシス

テムの可制御性を判断するのに用いられるが,こ こでは

その最小特異値 σ(Mc)を 用 いて システムの制御のしや

すさを評価する.並 列倒立振子 システムの状態空間表現

(11)式 か ら,こ のシステムの可制御性行列は,

(31)

と表わせる.こ の最小特異値が小さくなると,ラ ンクがお

Table 1 Physical parameters

Fig. 3 Robust stabilizability index ƒÃmax
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ちて可制御ではなくなる方向に向かうことから,σ(Mc)

が小 さいほど制御が しづ らくなると考えられる.

εmaxの 場合 と同様に,1本 の振子を50(cm)に 固定

し,も う一方の振子を10(cm)か ら50(cm)ま で変え

た ときの σ(Mc)の 値 をFig.4に 示す.な お最小特異

値は状態変数の取り方に依存するので,こ こでは振子の

振れ角とアームの回転角を比べ,安 定化という面か ら考

えると,ア ームの回転角ははるかに大きくても許容され

ることから,シ ステムの状態変数が,

(32)

とな るように,変 換行列T

(33)

を考 え,(11)式 に対 して,

(34)

(35)

とな るような相似変換を施 した後に解析を行った.振 子

が1本 の場合に,同 様の比率の相似変換を施 してか ら求

めた最小特異値が25.6で あ ったのに対し,Fig.4か ら,

2本 の場合は最大でも16.3で あ り制御が難 しくなって

いるのがわかる.ま た,振 子の長さが近づくと,σ(Mc)

は小 さくなり制御が しにくくなっている様子が理解でき

る.

以上のことから,並 列倒立振子システムはその制御の

しやすさが容易に変えられることが理解でき,制 御則の

実験検証には有効な装置であると考え られる.

4. ル ー プ 整 形 法 によ る補 償 器 の 設 計

本節では,ル ープ整形法の概略について述べたあと,

並列倒立振子システムに対 して,ア ームの位置制御と振

子の安定化を目的とした補償器を設計する.

4.1 ル ー プ整形法

補償器の設計に際 しては,近 年注 目されているH∞

制御の手法を用いることにする.1.で 述べたように,

これに関しては混合感度問題を用いて倒立振子系を設計

した例が報告されているが,混 合感度問題では虚軸上の

極 ・零点の取り扱いに際して,種 々の制約条件を考慮に

入れなければならないし,種 々の問題点も指摘されてい

る9).そ こで,こ こでは,実 用的な設計法と期待 される

McFarlane and Gloverの ループ整形法を用いて設計

する.

ループ整形法では以下の手順で補償器を求める,

(i) まず直列補償器W1,W2をPの 前後につなぎ,

開ループ系の周波数特性を整形 し,こ れを新たな制御対

象Pと みなす.

(ii) (28)式 において,||φ(P,K)||∞ を最小化する

Kを 求める.

(iii) K=W1KW2と す る.

この方法の考え方は極めて単純で,開 ループで周波数

整形 した後(W1,W2),安 定性を保証する(K)と い うも

のであり,利 用が簡単で実用的と思われる.こ の方法の

利点 としては,(a)重 み関数W1,W2の 役 割が明確,

(b)Pの 入 出力数に関係なく設計できる.(c)虚 軸上の

極や零点を気にする必要がない,な どがあげられる.と

くに,最 後の点は積分系を扱ったり,サ ーボ系などにお

いて積分型補償器を設計するのに大きな利点 となる.ま

た,混 合感度問題では,Pの 出力端での感度関数や相補

感度関数のみを評価 しているので,Pの 条件数によって

は入力端での感度や相補感度関数が非常に悪化する恐れ

があるが,ル ープ整形法においてはそのような問題が少

ないことも指摘されている10).

4.2 補 償 器 の設計

先に述べた並列倒立振子 システムにおいては,振 子の

重心位置が高い方が制御 しやす く,ま た二つの振子の固

有振動数の差を大きくし可制御性を良 くするために,振

子に重 りを付けることで,制 御をしやすくした.こ のこ

とによる結果 として,線 形化の際に無視したクーロン摩

擦項の影響 も小さくすることが期待 される.こ の重りを

付けた場合の振子の各パ ラメータは,

(36)

(37)

となる.な お,こ の値は重 りの付いた振子を一つの振

子として,そ の重心位置と質量を表わしており,こ こに

表わされていない他のパ ラメータについては,Table 1

と同様である.結 果 として,制 御対象は次のようになっ

た.

Fig. 4 Smallest singular value of controllability matrix
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(38)

た だ し,

である.

この制御対象に対 し,ア ームの位置制御と振子の安定

化を目的として,Fig.5に 示 す2自 由度補償器13)を設

計するものとした.こ こで,N,Dは 制御対象の右既約

分解の対であり,

(39)

で あ る.こ のとき,rか らyへ の伝達関数はNFと な

るので,フ ィー ドフォワード補償器Fは 目標値応答の観

点か ら定め,フ ィー ドバ ック補償器Kは 安定化,ロ バ

ス ト性の観点からループ整形法によって以下の手順で定

める.

4.2.1 Fの 設 計

こ こで は,N,Dを つ ぎ の よ う に定 め た .

(40)

(41)

た だ し,

とす る.Fは,次 数 を小 さ くす る こ と と,ア ー ム位 置 の

定 常 偏 差 を 零 にす る た め,N(0)F=[0,0,1]Tを 満 た

す 定 数 と して 定 め た.

4.2.2 Kの 設 計

つ ぎ に,フ ィー ドバ ッ ク補 償 器Kを3.の 方 法 に よ り

設計する.直 列補償器W1,W2を 次 の仕様のもとに選ん

だ.

(i) コ ントローラに積分器を付ける.

また何度かの実験から安定化には次のことが必要 と判

断 した.

(ii) 開ル ープ伝達関数KW2PW1特 異値線図の交差

周波数が102(rad/s)を 越 えない.

(iii) 周波数が100(rad/s)か ら10i(rad/s)の 帯域

でW2PW1の ゲインが θ1,θ2,φと もほぼ同じ大

きさになるようにする.

ここで θ1,θ2,φとはyの 成分であり,yはW2PW1の

出力を表わしている.(ii)は,高 周波で開ループのゲイ

ンをあげると発振が起こって しまうため,そ れを防 ぐこ

とを目的としており,(iii)は,ア ームに比べ振子の重み

を大き くすることで εmaxを 大きくすることは可能であ

るが,そ うすることでアームへの重みがさが り,ア ーム

の位置が制御しにくくなって しまうので,こ れを防 ぐこ

とを目的としている.

以上のことか ら重みは以下のように定めた.

(42)

(43)

こ の と き の εmaxの 値 は0.022で あ っ た。 ま た,こ の と

きの コ ン トロ ー ラKの 伝 達 関 数 は 以 下 の よ う に な っ た.

(44)

た だ し,

である.

参考までに,こ のときのW2PW1,KPの 特異値線図

をFig.6に,こ のコン トローラのゲイン線図をFig.7

に示す.

5. 実 験

本節では上述 した補償器により,並 列倒立振子の安定

化実験を行い,提 案する並列倒立振子 システムの実用性

Fig. 5 Two-degree-of-freedom control system
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の 検 証 を 行 う と と も に,4.の 設 計 法 の有 効 性 を検 証 す

る.

5.1 実 験 装 置 の 概 略

実 験 装 置 の 概 略 図 をFig.8に 示 す.ま た,モ ー タ ・

エ ン コ ー ダ の 仕 様 をTable 2示 す.な お,カ ウ ンタ ・

D/A変 換 器 は12bitの もの を用 い,振 子 の エ ン コー ダ

は4倍 モ ー ドに して24,000パ ル ス/周 と して 用 い た.ま

た サ ンプ ル 時 間 は1(ms)で あ る.

5.2 実 験 結果 と考察

まず,ス テップ目標値に対する出力応答の実験結果を

Fig.9に 示 す.目 標 値 φ は時 刻tに 対 し,

としている.こ の図より,振 子の倒立姿勢を維持 したま

ま,ア ームが所定の位置まで回転 していることがわかる.

次 に目標値を零として,初 期偏差を与えた場合の出力応

答をFig.10に 示す.こ こではアームの回転角度 φを初

期状態で φ=3° としている.こ の場合にも振子はいっ

Fig. 6 Specified and achieved loop shapes

Fig. 7 H•‡ controller gain

Fig. 8 Configuration of the system

Table 2 Actuator and sensor spec.

Fig. 9 Step response (proposed method)

Fig. 10 Initial condition response (proposed method)
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たん6° ほどふれ るが,倒 立姿勢を維持 し,ア ームも原

点にもどろうとする様子が読みとれる.

これらの実験結果において,最 終的に小さな振動が残 っ

ているが,同 様の現象はクーロン摩擦を考慮 した非線形

シミュレーションによって も確認 しており,ク ーロン摩

擦を無視 した場合には定常状態における振動はなくなる

ことから,こ の影響と思われる.

また比較のため,LQ最 適制御によって補償器を設計

した場合の実験を行った.こ こでは(11)式 で表わせる

プラントに対 し,評 価関数 」を

(45)

こ こで,

(46)

(47)

と定めて,こ れを最小にするように状態フィー ドバック

ゲインを求め,状 態量がすべて観測できないため,オ ブ

ザーバを用いて構成 した.こ こではオブザーバ極は,す

べて-60と した.こ れ らの値は,何 度かの実験の試行

錯誤により最 も倒立状態の良好なものから定めた.こ の

ときの初期値応答の実験結果をFig.11に 示 す.先 の

Fig.10と 比較すると,補 償器に積分器がないため位置

偏差が生 じている.ま たクーロン摩擦の影響がより大き

く現れ,最 終的な微小振動が大きいことから,ル ープ整

形に比べあまり低感度化 されていないと思われる.

以上のことか ら,こ の提案した並列倒立振子システム

の実用性が証明できたとともに,ル ープ整形法に基づ く

H∞ 制御則の有効性が検証できたと考える.

6. お わ り に

本論文では制御のしやすさが変えられる制御対象とい

う観 点 か ら並列 倒 立 振子 シス テ ム に着 目 し,一 つ の プ ロ

トタ イ プ を提 案 し,実 際 に 装 置 試 作 した.そ して,こ の

系 の 制 御 の 容 易 さに 関 して,ロ バ ス ト安 定 性,可 制 御 性

の 観 点 か ら解析 した 上 で,こ の シス テ ムが 制 御 可 能 で あ

る こ とを 実験 的 に 確 認 した.さ ら に,こ の シ ス テ ム に対

して,ル ープ 整 形 法 に よ るH∞ 制 御 則 を用 い た2自 由度

系 を 設 計 し,LQ最 適 制 御 に よ る補 償 器 との 比 較 を含 め

て,こ の 制 御 手 法 の 有 効 性 を 振 子 の 倒 立 実 験 に よ り検 証

した.
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付 録

Pの 最 小 実 現 を(A,B,C)と す る と き,

を満たす一つの安定化補償器Kと εの最大値 εmaxは

次の手順で計算できる(詳 細は参考文献10)).

Fig. 11 Initial condition response (LQ optimal method)
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Step1次 式 のRiccati方 程 式の正定対称解X,Zを 計

算する.

Step2εmaxを 次 式 に よ り求 め る.

Step3εmax>ε な らば,一 つ のK(s)は 次 式 で 与 え

られ る.

た だ し,

で あ る.
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