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雑音 と入力の無相関性 を利用 した部分空間同定法*

岡 田 昌史** ・山 上 誠** ・杉 江 俊 治** 

Subspace State-Space System Identification Using Uncorrelation

of Input Signals and Noises*

Masafumi OKADA ** ,Makoto YAMAGAMI ** and Toshiharu SUGIE ** 

In this paper, we propose a subspace state-space system identification method considering noise 

attenuation. In this method, we achieve noise attenuation based on the uncorrelation between input 

signals and noises, where a large amount of data can be handled with the prescribed size matrices . 
An illustrative numerical example is given to show the effectiveness of the proposed method .

1. は じめ に

近年,状 態空間モデルを直接求める部分空間同定法

(Subspace State-Space System IDentification 以下

4SID法 と記す)が 注目されている1).こ の方法は多入出

力系にも応用が可能であることから,従 来の予測誤差法に

かわる同定法として多 くの研究が報告 されている3)-11).

しか し一方,こ の方法は雑音に対 して敏感であ り,小 さ

な雑音に対 しても正 しい結果が得 られにくいといった欠

点がある.そ こでDe Moorら4)は,カ ルマンフィルタに

よる状態推定値を先に求め,こ れに基づいて状態空間法

における係数行列(A,B,C,D)を 求める部分空間同定

法を提案している.し かし,こ の方法では推定値の精度

を上げるためにはデータ数を大きくとらなければならな

いため,取 り扱 う行列のサイズは一般に非常に大きくな

り,計 算機への負担は大きい.こ れより,計 算をおこなう

前に雑音の影響を小 さくし,し かもデータの情報を落と

すことな く扱う行列の大きさを小さくするといった工夫

が必要と考えられる.

そ こで本論文では,雑 音 と入力信号が無相関であるこ

とを陽に用いて,雑 音の影響をあらかじめ軽減化,さ ら

に取 り扱 う行列の大 きさを圧縮することにより計算量を

小さくする方法を提案する.ま た,数 値例 によってその

有効性を検証する.

本論文で用いる記号を定義する.A/Bは 行列AのB

の行空間への射影を意味し,

で 与 え られ る.ま た, A⊥ は

を満 た す 行 列 とす る.こ こで,A⊥ はImage(A)の 直交

補 空 間 を表 す.さ らに,A+はAの 一般 化 逆 行 列,|・|

は フ ロベ ニ ウス ノ ルム を意味 し,A(i:j,k:l)はA の i か 

らj行,kか らe列 よ りな る部 分 行 列,A(i:j,:)はA の

iか らj行 よ りな る部 分 行 列 を意 味 す る も の とす る.

2. 問 題 設 定

本 論 文 で は,次 の状 態 方 程 式 で表 され るm入 力e出

力,n次 の シス テ ム を考 え る.

(1)

こ こで,xk∈Rnは 状 態 ベ ク トル,uk∈Rmは 入 力 信 号,

yk∈Reは 出力 信 号 で あ る.ま た,wk,ｖkは 雑 音 で あ り,

平 均 が0で 分 散 が そ れ ぞ れ σ2v,σ2wに 従 う 白色 雑 音 とす

る.さ らに,こ れ らは 入力ukと 相 関 が ない もの とす る .

す なわ ち,
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(2)

が すべ ての 整 数iで 成 り立 つ こ と を仮 定 す る.こ の と き,

xk,ykは 入 力ukに よる確 定 的 な部 分xdk,ydkと 雑 音 に

よる確 率 的 な部 分xsk,yskに わ け る こ とが で き,次 式 が

成 り立 つ.

(3)

(4)

(5)

この と き,本 論 文 の 目的 は 雑 音 を含 む入 出力 デ ー タ(uk,

yk; k=1,2,…)か ら(1)式 と同値 な シ ス テ ム

(6)

を求 め る こ と にあ る.た だ し,T(∈Rn×n)は の ち に定 ま

る適 当 な 正 則 な 行 列 で あ る.ま た,以 下 で は簡 単 の た め

A,B,C,Dを 単 に A,B,C,D と記 述 す る.

3. 4SID法

3.で は4SID法2)に つ い て簡 単 に説 明 し,そ の 問 題 点 を

指 摘 す る.

3.1 入 出 力 方 程 式

まず,4SID法 の 基 本 式 を導 出 す る.(1)式 よ り

(7)

(8)

(9)

が成 り立ち,こ の関係を用いると

(10)

(11)

が 成 り立 つ.た だ し,Sは 雑 音 を表 す項 で,

(12)

(13)

(14)

で あ り,U,VはYと 同様 にuk,vkよ り定 義 され る ブ

ロ ックハ ンケ ル行 列,XsはXdと 同様 にxskに よ って 定

義 され る行 列 で あ る.ま た,i(>n)は 設 計 パ ラ メー タで

あ り,Nは デ ー タ数 に依 存 す る値 で あ る.こ こで,

(15)

を仮 定 す る.

3.2 同 定 法

(10)式 にお い てYをUとU⊥ の 行 空 間 に射 影 す る こ

と を考 え る.こ の と き,

(16)

(17)

となり,雑 音が小さければ

(18)

(19)

が成 り立つ.こ のとき,Γ は拡大可観測行列であり,Xd

はシステムの状態変数を並べた行列であるので

(20)

が成 り立ち,さ らに(15)式 の仮定から

(21)

となるので,(17)式 か らシステムの次数とΓ が求められ,

C,Aが 同定可能となる.さ らに,Γ を用いて(16)式 か ら

B,Dが 求められる.詳 しいアルゴリズムについては付

録に記す.し かし,雑 音が小さくない場合,(18)～(20)式

が成り立たないため正しい同定を行うことは難しい.こ

のような場合は(10)式 においてあらかじめ雑音項である

Sを 小さくするような工夫が必要と考えられる.

4. 提 案 法

前述のように,4SID法 は雑音の存在により正 しい結果

が得られにくくなる.そ こで4.で は,入 力信号と雑音の

無相関性を利用することにより(10)式 よりあらかじめ確

率的な要素Sを 取 り除 く方法を提案 し,こ れにより扱う

行列の大きさが小さくなることを示す.
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4.1 同 定 法

まず,(12)式 と同様にあるαに対 して次の行列を定義

する.

(22)

(23)

さ らに,Yα と同 様 にUα,Vα を定義 し(13)式 と同様 に

Xdα,Xsα を定 義 す る と

(24)

(25)

が 成 り立 つ.こ の と き(24)式 に対 して右 か ら1/N・UT

をか け る こ とを考 え る.こ の と き,yk,xdkはukと 相 関

が あ り vk,wkはukと 無 相 関 であ る こ とか ら, Nが 十

分 大 きけ れ ば

(26)

とな る.実 際(2)式 よ り

(27)

が 成 り立 つ.こ れ よ りN → ∞ で(24)式 は

(28)

(29)

(30)

と書き換えられ,雑 音が軽減化 された入出力方程式が導

かれる.従 来法では(10)式 の入出力方程式に基づきY,

Uを 用いて同定を行ったが,(28)式 の入出力方程式に基

づいて同定を行えば雑音の影響 を軽減した結果が得 られ

る.こ れは,従 来の4SID法 は実験によって得られたデー

タに対 してそのまま計算を行っていたのに対 し,提 案手

法では雑音除去を目的とした古典的な統計的手法を利用

していることに相当する.こ れにより,従 来法ではやや

非現実的な行列計算を要求していたが,提 案法では行列

を圧縮 し,計 算を容易にすることが可能となっているが,

これについては4.2で 述べる.

4.2 考 察

4.2.1 Uの 意 味 につ い て

こ こで,(24)式 に1/N・UTを かけ た こ とにつ い て述 べ

る.(24)式 か ら雑 音 項 を小 さ くす る こ とを 目 的 とす れ ば

(31)

を満たす任意の行列Zを かけることによって雑音項を小

さくすることは達成される.し かし,同 定のためにはYα,

Xdα,Uα の項は残さなければならないため

(32)

(33)

が満 た され な くて は な らな い.こ れ よ り,Yα,Xdα,Uα

とは相 関 を持 ち,Sα と は相 関 を持 た な いUを 用 い る こ

とで雑 音 部 分 の み を小 さ くす る こ と を 目的 と して い る.

4.2.2 行 列 の 圧 縮

従 来 の4SID法 で は(A1)式 のQR分 解 にお け る行 列 は

(34)

であるため,デ ータ数を増やしN → ∞ とすれば行列の

列の大 きさは非常に大 きくなり計算機への負担は膨大な

ものとなる.一 方提案手法でのQR分 解すべき行列は

(35)

となり,列 の数を定める設計パラメータαはNと は独

立に選べるためN → ∞ においても計算量はあまり大 き

くならないうえ,デ ータの情報をすべて用いた方法となっ

ている.ま た,De Moorら によって提案された方法4)も

(A1)式 と同様の大きさのQR分 解を行うため,デ ータが

増えればそれだけ計算機への負担は大きくなる.

4.2.3 システムのインパルス応答の生成

一般にシステムのインパルス応答を求めることは意味

のあることである.こ こで,提 案手法ではシステムのイ

ンパルス応答列が容易に得られることを示す.入 力とし

て平均0分 散 σ2uImの 白色信号を用い,初 期状態x1=0

の場合を考える.こ のとき仮定より次式が成り立つ.

(36)

た だ し, Imはm次 の単 位 行 列 で あ る.さ て,こ こ で

1/N･YαUTに つ い て考 察 す る. yα+1は
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(37)

と表 せ る こ とか ら,1/N･YaUTの1か らl行1列 要素 は,

(39)

とな る.た だ し,Sは 雑 音 に 関す る項 で あ り,

(40)

を用 い た.こ れ をす べ ての 行 ・列 に拡 張 す る と,

(41)

となり,こ れはマルコフパラメータからなるブロックテプ

リッツ行列で,こ のシステムのインパルス応答を時間を

逆にしてならべた行列となる.

4.2.4 閉ループ同定への応用

閉ループ同定では一般にフィードバック補償器の影響

により,シ ステムの入力信号 と雑音が相関を持つ.そ の

ため,提 案手法をそのまま適用しても(27)式 が成り立た

ず,雑 音の軽減化は達成されない.し かし,こ こでUを

用いたのは4.2.1の 考察によるものであることを考えれ

ば,Uの かわりに同定のための参照入力 γによって構成

されるRを 用いれば,一 般に参照入力と雑音は相関を持

たないため,(31)～(33)式 が満たされるので,雑 音を軽

減化 した同定が行える.

5. 数値例

つぎに,提 案法の有効性を数値例によって検証する.5.

では次式の伝達関数で表されるシステムを同定対象とす

る.

(42)

こ の シ ス テ ム に対 し 入 力 と し てM系 列 信 号 を 加 え,

16,000個 のデ ー タを用 い て提 案 法 と従 来法2)の 両方 に よっ

て同 定 を行 う.た だ し,入 力端 に は入 力信 号 とのSN比 が

0.29の 白色 雑 音 を加 え,出 力 端 に は出 力 信 号 とのSN比

が0.13の 白色 雑 音 を加 えた.ま た,従 来 法 で は使 用 した

計 算 機 の メモ リの 関係 で,1,000個 のデ ー タ しか用 い る こ

とが で きな か った.こ の と きの,(A4)式 の特 異 値 の 値 を

Table1に 示 す.表 よ り σ1か ら σ4の 変 化 に対 し,σ5か

ら σ10ま で の 変 化 は 十分 小 さ い の で,提 案 手 法,従 来 法

と も に4次 の シス テ ム と して 同定 した.同 定 対 象Pと 同

定 さ れ た モデ ル の イ ンパ ル ス応 答 をFig.1に 示 す.さ ら

に,パ ル ス 伝 達 関 数 の周 波 数 応 答 をFig.2に 示 す.提 案

手 法 の ほ うが シス テ ム を正 し く表 現 で き てい る よ うす が

Fig.1 Impulse responses

Fig.2 Frequency responses
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うかがえる.こ れより本設計法の有効性が確認できる.

6. お わ りに

本論文では,ノ イズの低減化を考慮した部分空間同定

法を提案 した.こ の方法は雑音と入力信号が相関を持た

ないことを陽に用いた方法であ り,デ ータ数が大きい場

合にも扱 う行列の大きさを圧縮 し計算機の負担を軽減す

ることが可能となった.ま た,提 案手法の有効性を数値

例によって検証 した.
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付 録

4SID法 の ア ル ゴ リ ズム2)

Step 1

Y,Uよ りつ ぎのQR分 解 を行 う.

(A1)

この と き,(16),(17)式 の 射 影 は次 式 で 与 え られ る.

(A2)

(A3)

Step 2

(21)式 の 関 係 か ら,R22を

(A4)

(A5)

(A6)

と特異値分解し,

(A7)

が成り立てば

(A8)

とみ な す こ とが で きる.こ れ に よ り

(A9)

(A10)

よ り0,Aが 求 め られ る 、

Step 3

(16)式 と(A2)式 か ら

(A11)

とな る の で,

(A12)

Table 1 Singular values
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とお け ば,

(A13)

の 関 係 よ りD, Bが 求 め られ る.た だ し, Ilはl次 の

単 位 行 列 で あ る.
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